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摘要：针对在超声电机的物理机理建模存在的问题，提出了基于数据驱动的建模方法。运用贝叶斯理论

进行模型参数估计。使用EM（参数期望最大化）的性能指标，得到基本理论公式及计算迭代方法。提出了模

型适配度作为超声电机模型鲁棒性的评价指标，并进行研究。通过实验和模型计算，参数鲁棒性和建模精度

均有提高。经实验证明，所述的建模方法在超声电机的建模工作中具有较好的精度和参数鲁棒性。
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Abstract: Aiming at the ultrasonic motor modeling problems existing in the physical mechanism method, a data-
driven modeling method was proposed. Bayesian theory was used to estimate model parameters. The basic theoretical
formula and iterative algorithm were obtained by using the performance index of EM (expectation maximization). The
model fitness was proposed as an evaluation index of the ultrasonic motor model robustness of, and the relative research
has been carried out. The parameter robustness and modeling accuracy have been improved based on experiment and
model calculating. Experiments show that the modeling method described has better accuracy and parameter
robustness in the modeling of ultrasonic motor.
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超声电机是非电磁式的电机，具有很多独特

的特性，适于在低速、小体积以及对电磁干扰要

求很严格的环境运行［1］。对于超声波电机的物理

机理建模问题，国内外学者作了很多研究和探

讨：文献［2-3］使用有限单元方法对超声电机的定

转子的接触情况进行了分析，讨论了定转子位

移、速度及接触区的关系；文献［4］通过摩擦接触模

型的研究建立了超声电机的仿真模型；文献［5-6］

对超声电机的等效电路模型进行了探讨和总结。

这些建模方法基本采用了从超声电机的物理模

型出发，基于超声电机的物理机制进行建模的思

路。但是由于在超声电机定、转子摩擦，材料硬

度，以及定子边界层状态等方面对电机性能的影

响很大［7］，在实际的应用中往往存在模型失配的

问题。

基于系统辨识方法的时间序列模型建立在

对于数据的观测基础上，主要关注于所有影响因

素对于整个系统的综合作用，因此在诸多外界因

素对电机运行的影响不能精确确定的情况下，这

种模型具有优势。针对超声电机的系统辨识模

型，国内外学者也作了一些有价值的工作，文献

［8］对该方法进行了讨论，文献［9］利用非线性建

模理论对超声电机进行了研究。这些模型辨识

的方法主要是以传统的时间序列及其在线辨识

方法为基本数学基础展开的。

贝叶斯时间序列分析是新近发展起来的一

种建模方法［10］：与传统时间序列建模不同，其充

分利用了样本信息和参数的先验信息，具有更小
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的方差；且可以对假设检验和估计问题进行定量

化分析。因此，与传统方法相比，贝叶斯时间序

列模型在建模方面有着更大的优势［11］。为了满

足对行波型超声电机进行精确控制的要求，本文

使用基于贝叶斯时间序列分析的 EM（expecta‐

tion maximization）核方法对超声电机进行建模研

究，经数据仿真和实验验证，该方法所建立的数

学模型具有较高的精度和较强的鲁棒性。

1 问题描述

根据文献［12］，超声电机可考虑为具有参数

摄动的离散随机系统，因此可简化为加权多模型

线性系统对其进行研究［13］。这种模型结构与传

统的线性系统模型参数辨识方法相比具有精度

高、鲁棒性强等优点。考虑基于贝叶斯时间序列

分析的 EM 方法，并结合使用核方法可以有效解

决这一问题［13］，并可得出满意的系统模型。

1.1 超声电机的系统与噪声模型描述

考虑以超声电机压电陶瓷所加的电压为输

入，以其转速为输出，考虑建立超声电机系统的

离散加权多模型的基本结构如下：

yt =∑
i = 0

n

gi ut - i +∑
j = 1

m

fj yt - j + vt

式中：yt为量测输出；ut为输入驱动；vt为零均值白

噪声，其方差记为 σ 2。

需要指出的是，本文在此所给出的是离散加权多

模型的结构，整个系统模型由此模型的线性组合

结构而成。

进一步，系统模型可简化为

yt = {∑i = 0

n

giut - i + vt t > τ

0 t ≤ τ
（1）

式中：τ为电机输出延迟时间。

对于延迟时间的处理，仍采用文献［12］所提出的

多模型方法予以处理。考虑到超声电机系统的

自身特性，根据文献［14］，系统的噪声模型可做

如下分析：噪声如采用高斯分布的模型，可能存

在误差噪声的多次叠加，体现了量测噪声的正态

性，通常使用在具有全局线性的系统估计中，但

与超声电机离散加权多模型结构的设定并不完

全吻合。在建模过程中需要考虑到建模的鲁棒

性问题，因此用偏差的绝对值和作为标准，引入

拉普拉斯分布作为系统偏差设定；同时，考虑到

统计量自由度的问题，引入 t分布进行参数估计，

而没有简单地使用不考虑自由度的正态分布假

设［14］。进行这种设定主要是为了兼顾模型的精

度和鲁棒性能够得以改善。

超声电机的多模型线性贝叶斯时间序列模

型结构与传统意义上的模型相似，与传统时间序

列模型不同的是需要引入模型的似然函数［15］：

L [ θ,τ ) = f ( |y1, y2..., yt - p θ,τ ]∝ (
τ

2π
)2∙

exp { - τ
2∑t = 1

n

[ yt - (θ1 yt - 1 +

θ2 yt - 2 + ···+ θp yt - p) ]2} （2）

传统意义下，一般认为式（1）中向量 y和 g的

联合概率密度服从正态分布。然而这样的假设

与实际情况并不相符［16］。因此在本文中将噪声

采样视为混合模态。各噪声分量 vt 的概率密度

函数为

p (vt) = ∫
0

+∞ 1

2πτ t

exp ( - v2
t

2τ t

) p ( τ t)dτ t （3）

根据贝叶斯估计基本原则，易知：

p (vt) = ∫
0

+∞

p (vt,τ t)dτ t

= ∫
0

+∞

p ( |vt τ t) p ( τ t)dτ t ( 4 )

对比式（3）和式（4）可得：

p ( |vt τ t) =
1

2πτ t

exp ( - v2
t

2τ t

) （5）

设 vt服从拉普拉斯分布，则有：

p ( τ t) =
1

σ 2
exp ( - v2

t

σ 2
) （6）

τ t服从以 σ 2为参数的指数分布。

若采用 t分布对 vt建模，则有：

p ( τ t) =
[

(v - 2 )σ 2

2
]

v

2

Γ (
v

2
)

τ t

- v + 2

2 exp ( - v - 2

2τ t

σ 2)

（7）

由此，系统的参数辨识问题可以归纳为对式

（1）中的参数gi进行贝叶斯估计：

ĝi = E [ gi | y, θ ] （8）

其中 θ = [ α1,α2,τ1, ,τN]

式中：θ为N+2维扩展参数向量；α1 为后验调整因

子；α2为边界限制因子，α2 ∈ [ 0,1)。

在进行估计过程中，首先给出先验概率密度

函数：

p (θ ) = p (α1) p (α2)∏
i = 1

N

p ( τ i) （9）
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根据贝叶斯估计理论，估计值依赖于参数向量 θ，

在估计过程中，向量维数扩展为包含参数α1,α2 以

及 τ1, ,τN 的N+2维。在估计过程中，首先应计算

θ，然后再代入式（9）进行估计。

1.2 对于扩展参数的后验最大化估计

对于已经扩展为 N+2 维参数向量 θ，可利用

后验最大化估计的方法进行计算，即求［17］：

θ̂ = argmaxlog [ p ( |y θ ) p (θ ) ] （10）

式中：p (θ )为扩展参数向量的先验分布。

利用 EM，即期望最大化的方法进行计算。

具体的迭代公式如下：

θ̂ ( k + 1) = argmaxQ [ θ,θ̂ ( k ) ] （11）

其中

Q=E
p ( |g y,θ̂ ( k ) )

[∑
t=1

N

log p ( τ t)+log p ( y, |g θ ) ]（12）

对于线性系统来讲，输入输出之间的关系保

持线性关系，此时可引入下式作为约束评价指标：

ε̂ t ( k ) = [ yt - ŷt ( k ) ] 2 + ŝ tt ( k ) （13）

式中：[ yt - ŷt ( k ) ]2 为线性预估器的后验残差；
ŝ tt ( k )为输入协方差阵。

考虑到系统的不确定性，定义2个差分运算：
δĝ ( k ) = ĝ ( k ) - ĝ ( k - 1) （14）

ĥ ( k ) = ŝ tt ( k ) - ŝ tt ( k - 1) （15）

式（14）为当前参数 θ̂冲激响应 g 的一阶差分，而

式（15）为输入协方差的一阶差分。在此基础上，

可以定义冲激响应的后验差分平方和作为衡量

系统不确定性的指标，即

d̂i ( k ) = δĝ 2
i ( k ) + ĥ2

i ( k ) （16）

这样整个问题就化为在式（13）、式（16）的情

况下，求取式（10）的解。根据文献［17］给出的数

据更新方法，并结合贝叶斯估计理论，其数据更

新可采取以下步骤：

由于依赖于噪声模型，对于N+2维扩展参数
向量 中的参数 τ i有：

τ̂ k
i =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

σ 2

4
( 1+

8

σ 2
ε̂k - 1

t - 1) 拉普拉斯分布

ε̂k - 1
t + (ν - 2 )σ 2

ν + 3
t分布

（17）
对于扩展参数的 2 个附加参数——后验调整

因子α1，α2有：

α̂k

1
=
∑
i = 1

n - 1

d̂ k - 1
i W

α̂k
2

n

其中

W
α̂k

2
=

1

1 - α2

[ α-1
2 ,⋯,α1 - n

2 ,α-n + 1
2 (1 - α2) ]

从式（18）中可以看出，α1 依赖于 α2，而边界

限制因子α2计算如下式：
α̂2 = arg Q ( B ) （19）

从上述推证易见，对于系统模型的参数估计

就可以归结为：利用期望最大化方法（EM）求解

式（10）。在迭代过程中，比例因子的优化调整过

程如下：首先设定比例因子初值；然后根据先验

集合中的对应模型构成一个检测闭环系统，且跟

踪参考输入信号；此时先验模型的参数估计误差

依概率1应有：

∑
p = 1

k

|| ej ( p ) <∑
p = 1

k

|| ei ( p ) k ≥ k + 1, i ≠ j

如满足要求可进入式（16）进行运算，否则进行式

（11）的迭代运算，如不满足要求可继续进行迭

代，直到满足要求为止。系统辨识和建模的效果

在很大程度上取决于后验残差，即由式（13）和式

（16）所给出的评价指标。

在求解过程中引入的扩展参数变量——后验

调整因子 α1 需要给出其解析形式，以便适配于噪

声模型；而对于边界限制因子 α2，则可以适当放

宽，并不需要其解析形式。

2 模型参数辨识算法及其鲁棒性

前已述及，超声电机的建模与系统辨识采用

线性模型的结构进行。由于有较大的数据量参

与对N+2维的参数进行辨识运算，且考虑到在辨

识过程中迭代运算的效率问题，有必要对式（8）

的参数进行降维处理。此外，在数据采集过程

中，野值会影响到噪声模型的分布函数，从而造

成辨识结果恶化。因此这两个问题是在辨识过

程中需要重点考虑的。

在1.1节对于式（8）的讨论，包含了N+2维的参

数需要进行辨识估计，考虑到超声电机自身结构的

实际情况［4-5］，以及在辨识过程中的计算复杂性问

题，需要对参数θ =[ α1,α2,τ1,…,τN]中的 τ类参数进

行归约，具体归约的方法可根据式（17）~式（19）进行。

经过处理后，系统的参数可简化为

θ = [ α1,α2,γ ] （20）

而此时，整个参数的维数降至 +2，其中，<<

N［18］。将 k维参数使用 EM 核方法进行 k次迭代，

min

姚舜才，等：超声电机的EM核鲁棒建模研究
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同时考虑到式（13），有：

ξ̂ i
( k ) =  Yi - Ŷi

( k )
2

+ tr ( Ŝ ii
( k ) ) （21）

式中：Y为输出变量；Ŝ ii
( k ) 为偏差的协方差阵。

则降维后的估计参数γ可依照以下规则进行更新：

γ̂( k + 1)
i =

ì

í

î

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

mσ 2

4
( 1+

8

mσ 2
ξ̂ ( k )

i -1) 拉普拉斯分布

ξ̂ ( k )
i +(ν-2 )σ 2

ν+2+m
t分布

（22）

在更新过程中，γ应与非连续输出的量测值保持

一致。

特别的，当参数 γ的维数 p=1，m=N 时，不论

其为哪种分布，均退化为如下形式［19］：
γ̂( k + 1)

i ≈ σ 2 （23）

这样一来，其参数值可一致收敛至同一个值，

而其噪声方差也可以近似认为是其标称方差值。

经降维后，基于 EM 核方法的超声电机的模

型参数估计（建模）算法流程如图1所示。

图1 超声电机EM核方法模型参数估计算法流程图

Fig.1 The algorithm flow chart of model parameter prediction
based on EM kernel for ultrasonic motor

由实验获取数据进行模型辨识，其模型的鲁

棒性是很重要的一个问题。模型的鲁棒性主要

是指：在发生在一定摄动下，维持其模型与过程

相互匹配的一种性能。使用时间序列等统计类

方法进行建模对于数据的要求比较高，而在实际

超声电机的建模过程中，由于测量仪器及手段所

引起的量测不精确使模型参数的实际值会偏离

其标称值数据［20］。因此，有必要对模型辨识的鲁

棒性进行讨论。文献［20］证明量测噪声及其野

值对于模型鲁棒性有着很大影响。

在建模过程中，量测噪声的分布分别以正态

分布和 t 分布进行讨论，对于鲁棒性的衡量可引

入模型适配度来进行衡量：

Fmodel=1- gi - ĝi

 gi

（24）

式中： • 为范数，在计算中取为数据的2-范数。

3 实验系统构成及建模辨识结果

对于模型结构和算法的性能进行讨论后，随

即进行相应超声电机的模型参数辨识实验研究。

本课题组与某公司合作，采用其生产的超声电机

（型号：IO.15042802）及驱动设备；本课题组进行

数据采集、系统总体集成及建模与参数估计算法

设计。通过数据采集/控制卡并经可编程模拟输

入信号线与驱动器进行无线通讯（以测试超声电

机的抗电磁干扰特性）。在信号输出端引出检测

信号经 10 倍衰减后输入泰克数字存储示波器

TDS1012B-SC，进行测试。

3.1 模型辨识的鲁棒性讨论

系统采集数据后，经数据采集卡传送至计算

机，上位机根据本文所述方法进行建模及参数辨

识。图3给出了该超声电机模型的频率特性。

图2 超声电机模型的频率特性

Fig.2 The frequency characteristics of ultrasonic motor model
从图 2中可以看出，电机模型的频率特性保

有足够的裕度。如有新的离群数据输入或模型

参数发生摄动时，模型也能在相应的频段保持良

好的鲁棒性。

在利用所采集的数据进行建模时，分别采用

物理机理建模、传统时间序列建模方法、BP神经

网络建模方法（其结构选为基本三层BP网络，训

练方法经过优化及综合对比，选其鲁棒性较强的

算法）、以及本文所述建模方法进行对比。数据

量为 1k，分别以正态分布和 t分布，利用式（24）分

别计算其适应度，得出箱体图如图3所示。

姚舜才，等：超声电机的EM核鲁棒建模研究
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（a）正态分布建模的模型参数适配度

（b）t分布建模的模型参数适配度

图3 在不同分布情况下模型参数的适配度

Fig.3 Adaptability of model parameters under
different distribution conditions

从图 3中可以定性地看出：1）按照 t分布进行

参数辨识与按照通常的正态分布进行参数辨识

相比，其模型参数适配度整体上要好，这证明了

本文 1.1 节所述结论的正确性，同时也印证了贝

叶斯估计的基本理论；2）从图 2、图 3 中可以看

出，与物理机理建模、传统时间序列建模方法以

及 BP 神经网络建模方法所得出的参数相比，本

文所述方法具有较好的参数适配度，即参数的鲁

棒性较强。图3中相应的计算数据如表1所示。
表1 不同分布下建模算法的模型适配度比较

Tab.1 Model fitness comparison among the modeling
algorithm with the different distribution

分布

正态分布

t分布

机理

建模/%
77.06±6.81
87.06±6.79

时间

序列/%
82.34±4.23
89.1±6.45

神经

网路BP/%
83.56±8.04
89.65±10.4

EM核

方法/%
84.95±5.33
92.56±4.94

从表 1中可以定量地看出各算法的模型适配

度的明显差异。尽管本文所述的EM核方法在参

数辨识过程中模型适配度始终存在野值，但总体

上优于其他算法。

3.2 模型辨识的拟合精度

在得出模型后，对电机系统施加类冲激激

励，使用图 2所示系统进行数据采集。在实验过

程中，选取了两组数据进行比较。这两组数据分

别为：给定电压 12 V，控制占空比 60%，折合电压

7.2 V，作为电机的低速段；另取给定电压 16 V，控

制占空比 100%，折合电压 16 V，作为电机高速

段。然后使用本文所述模型进行数据计算，并与

所采集的数据进行比较，其数据比较结果如图 4

所示。

（a）低速段转速曲线

（b）低速段转速曲线（局部放大情况）

（c）低速运行时的相对误差

（d）高速段转速曲线

（e）高速段转速曲线（局部放大情况）

（f）高速运行时的相对误差

图4 实验结果比较图

Fig.4 The comparison diagram of experimental results
图 4a、图 4d分别为低速段和高速段的实验总

体结果。考虑到图形显示的问题，另取接近稳态

时的实验结果放大显示于图 4b、图 4e。其中，图
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4b 为低速时的情况，图 4e 为高速时的情况。图

4c、图 4f 分别为电机在低速和高速运行时，实验

采集数据与模型计算数据的相对误差。从图 4中

可以看出，本文所述的 EM 核建模方法与实验所

采集的数据误差小，具有较好的建模精度。

4 结论

超声电机是非电磁式的电机，针对在很多场

合物理机理建模存在建模精度不够和模型鲁棒

性较差的问题，本文利用 EM 核鲁棒建模方法对

超声电机进行建模研究。首先，对超声电机数据

建模的噪声的情况进行分析，采用拉普拉斯分布

和 t 分布作为其分布，运用贝叶斯参数估计理论

进行模型参数估计；其次，对于扩展参数的后验

最大化估计，使用EM，即期望最大化的方法进行

计算，得出了其基本理论公式和用于计算的迭代

公式，对模型进行降维处理，给出了建模流程；在

此基础上，构建了实验系统进行实验分析，对建

模方法的鲁棒性和精度进行了研究。经实验证

明本文所述的建模方法在超声电机的建模工作

中具有较好的精度和参数鲁棒性。
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