
机器人的滑模与哈密顿平滑切换控制
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　　摘要：针对目前机械臂末端位置控制不能同时满足快速性与准确性的问题，设计了新型切换双幂次趋近

率，进一步提高了滑模控制的快速性，且提出了滑模与哈密顿的平滑切换控制策略。滑模控制具有良好的快

速性能但稳态性能较差，抖振影响系统安全。哈密顿控制方法从能量角度出发，具有良好的稳态性能但其动

态性能较差。提出的平滑切换控制方法综合考虑２种方法的优缺点，设计了平滑切换函数，当误差较大时由

滑模控制保证系统响应的快速性，随着误差的逐渐减小，哈密顿控制方法的作用逐渐增大。仿真表明平滑切

换控制策略同时保证了机械臂末端位置控制的快速性与准确性。
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　　由于在工业中的广泛使用，机械臂控制的准

确性与稳定性一直是研究热点。除ＰＩＤ控制之

外，常用的还有反步控制、滑模控制、模糊控制以

及神经网络控制等［１－３］，其中，滑模控制由于其特

有的快速性更是受到广大学者的关注。

文献［４］提出了有限时间滑模控制，实现了

更快速地有限时间收敛；文献［５］提出了一种新

型滑模面以及双幂次趋近率，提高了滑模控制的

快速性；文献［６］在趋近率中加入衰减因子，保证

了滑模控制的快速性并且有效地减弱了抖振；文

献［７］基于ｆａｌ函数提出了新型双幂次组合函数

趋近率，进一步提高了滑模控制的快速性；文献

［８］提出了非线性ＰＤ＋滑模控制方法，文献［９］

提出了自适应ＰＤ＋滑模控制方法，文献［１０］提

出了自适应滑模控制方法，３种方法都有效地减

弱了滑模的抖振，但并不能完全消除抖振。

从能量角度出发的哈密顿控制方法具有良

好的稳态性能，国内外很多学者做了此方面的

研究［１１－１３］。

基于以上分析，本文提出了新型切换双幂次

趋近率，提高了滑模控制的快速性；综合滑模信

号控制与哈密顿能量控制的优点，设计了平滑切换
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控制器，使系统同时具有滑模控制的动态性能以

及哈密顿控制的稳态性能。

１　机器人系统控制方案

　　机器人系统控制方案如图１所示。

图１　机器人系统控制方案

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｔｒｏｌｓｃｈｅｍｅｏｆｔｈｅｒｏｂｏｔｓｙｓｔｅｍ

２　机器人系统模型

　　３关节机器人模型如图２所示。图２中，犱１，

犱２，犱３分别为关节机器人的３个连杆长度（犱１＝

犱２＝犱３＝１）；狇１，狇２，狇３分别为３个关节的角位移；

犿１，犿２，犿３分别为３个关节的质量（犿１＝犿２＝犿３

＝１）。

图２　３关节机器人模型

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｒｅｅｊｏｉｎｔｒｏｂｏｔｍｏｄｅｌ

　　３自由度机械臂动态方程为

犇（狇）狇
··
＋犆（狇，狇）狇＋犌＝犜－犚ｆ狇

狔＝｛ 狇
（１）

式中：狇为机械臂关节的角度；狇为机械臂关节的

角速度；狇
··
为机械臂关节的角加速度；犇（狇）∈犚狀狓狀

为正定对称惯性矩阵；犆（狇，狇）∈犚狀狓狀为哥式力和

向心力矩阵；犚ｆ∈犚狀 为外界扰动；犜∈犚狀 为输入

控制力矩；狔∈犚狀为输出向量；犌为重力项。

式（１）中参数矩阵和参数向量可表示为

犇（狇）＝

犇１１　犇１２　犇１３

犇２１　犇２２　犇２３

犇３１　犇３２　犇

熿

燀

燄

燅３３

犆（狇，狇）＝

犆１１　犆１２　犆１３

犆２１　犆２２　犆２３

犆３１　犆３２　犆

熿

燀

燄

燅３３

其中 犌＝

犵１

犵２

犵

熿

燀

燄

燅２

犇１１＝犿１犱
２
１＋犿２犱

２
１＋犿２犱

２
２＋２犿２犱１犱２犮２＋犿３犱

２
１＋

犿３犱
２
２ ＋犿３犱

２
３ ＋２犿３犱１犱２犮２ ＋２犿３犱１犱３犮２３

＋２犿３犱２犱３犮３

犇１２＝犇２１＝犿２犱
２
２＋犿３犱

２
２＋犿３犱

２
３＋犿３犱１犱２犮２＋

犿３犱１犱３犮２３＋２犿３犱２犱３犮３＋犿２犱１犱２犮２

犇１３＝犇３１＝犿３犱
２
３＋犿３犱２犱２犮３＋犿３犱１犱３犮２３

犇２２＝犿２犱
２
２＋犿３犱

２
２＋犿３犱

２
３＋２犿３犱２犱３犮３

犇２３＝犇３２＝犿３犱
２
３＋犿３犱２犱３犮３

犇３３＝犿３犱
２
３

犆１１＝－犿２犱１犱２狊２θ２－犿３犱１犱２狊２θ２－犿３犱１犱３狊２３θ２－

犿３犱１犱３狊２３θ３－犿３犱２犱３狊３θ３

犆１２＝－犿３犱１犱２狊２θ２－犿３犱１犱２狊２θ１－犿３犱１犱３狊２３θ２－

犿３犱１犱２狊２３θ１－犿３犱１犱３狊２３θ３－犿３犱２犱３狊３θ３－

犿２犱１犱２狊２θ２－犿２犱１犱２狊２θ１

犆１３＝－犿３犱２犱３狊３θ３－犿３犱２犱３狊３θ２－犿３犱１犱３狊２３θ２－

犿３犱２犱３狊２３θ３－犿３犱１犱３狊２３θ１－犿３犱２犱３狊３θ１

犆２１＝－犿３犱２犱３狊３θ３＋犿２犱１犱２狊２θ１＋犿３犱１犱２狊２θ１＋

犿３犱１犱３狊２３θ１

犆２２＝－犿３犱２犱３狊３θ３

犆２３＝－犿３犱２犱３狊３θ３－犿３犱２犱３狊３θ２－犿３犱２犱３狊３θ１

犆３１＝犿３犱１犱３狊２３θ１＋犿３犱２犱３狊３θ２＋犿３犱２犱３狊３θ１

犆３２＝犿３犱２犱３狊３θ２＋犿３犱２犱３狊３θ１

犆３３＝０

θ犻＝狇犻　　犻＝１，２，３

犵１＝犿１犵犱１犮１＋犿２犵犱１犮１＋犿２犵犱２犮１２＋犿３犵犱１犮１＋

犿３犵犱２犮１２＋犿３犵犱３犮１２３

犵２＝犿２犵犱２犮１２＋犿３犵犱２犮１２＋犿３犵犱３犮１２３

犵３＝犿３犵犱３犮１２３

犮犻＝ｃｏｓθ犻　狊犻＝ｓｉｎθ犻　犮犻犼＝ｃｏｓ（θ犻＋θ犼）

狊犻犼＝ｓｉｎ（θ犻＋θ犼）　犮犻犼犽＝ｃｏｓ（θ犻＋θ犼＋θ犽）

式中：θ犻为各关节角度；犵犻为各关节重力加速度。

３　控制器设计

３．１　信号控制器设计

　　信号控制器采用基于趋近率的滑模控制方

法，常用的传统趋近率有指数趋近率、幂次趋近

率以及双幂次趋近率。双幂次趋近率描述为

狊＝－犽１｜狊｜αｓｇｎ狊－犽２｜狊｜βｓｇｎ狊 （２）
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其中

０＜α＜１　β＞１

犽１＞０　 犽２＞０

以｜狊｜＝１为界限，当系统距离滑模面较近时，式

（２）等号右侧第１项的速度大于第２项的速度；当

系统远离滑模面时，等号右侧第２项的速度大于

第１项的速度。

基于以上分析，本文提出了一种新型双幂次

趋近率：

狊＝－犙（狊）·犽１｜狊｜αｓｇｎ狊－［１－犙（狊）］·

犽２｜狊｜βｓｇｎ狊 （３）

其中

犙（狊）＝
ｅｘｐ －（

｜狊｜－１
σ

）［ ］２

１

　
｜狊｜＞１

｜狊｜≤
烅
烄

烆
１

式中：σ为尺度参数。

当σ取不同值时，犙（狊）函数曲线如图３所示。

图３中，犙（狊）函数保证了当系统趋近滑模面时，式

（２）等号右侧第１项起主要作用；当系统远离滑

模面时，式（２）等号右侧第２项起主要作用。图４

中３条曲线分别为狊＝－犽１｜狊｜αｓｇｎ狊，狊＝犙（狊）·犽１

｜狊｜αｓｇｎ狊－［１－犙（狊）］·犽２｜狊｜βｓｇｎ狊，狊＝－犽２｜狊｜β

ｓｇｎ狊，可见，在系统趋近滑模面的过程中，本文设

计的趋近率有更快的速度。

图３　犙（狊）函数曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犙（狊）

图４　３个趋近率对比图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｅａｐｐｒｏａｃｈｅｓ

　　使用常用的线性滑模面：

狊＝犲＋β犲 （４）

其中 犲＝狇ｄ－狇

将式（４）和式（３）代入式（１）得控制力矩犜ｓ为

犜ｓ＝犇（狇）｛犙（狊）·犽１｜狊｜αｓｇｎ狊＋［１－犙（狊）］·

犽２｜狊｜βｓｇｎ狊＋β
犲｝＋犚ｆ狇＋犆（狇，狇）狇＋犌

（５）

式中：犽１，犽２为正定常矩阵；下标“ｄ”为期望变量。

取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞＝
１
２
狊Ｔ狊，则

　犞＝狊
Ｔ狊

＝狊犜｛－犙（狊）·犽１｜狊｜αｓｇｎ狊－［１－犙（狊）］·

犽２｜狊｜βｓｇｎ狊｝≤０

当且仅当误差犲＝０即狇ｄ＝狇时上式取等号，故系

统渐近稳定。

３．２　能量控制器设计

定义系统的状态向量为

狓＝
狇［］狆 ＝［狇１　狇２　狇３　狆１　狆２　狆３］

犜 （６）

其中

狇＝［狇１　狇２　狇３］Ｔ

狆＝犇·狇＝［狆１　狆２　狆３］Ｔ

式中：狇为系统的角位移向量；狆为系统的角动量

向量。

取哈密顿函数为机器人系统的动能与势能

之和，即

犎（狇，狆）＝
１
２
狆
Ｔ犇－１（狇）狆＋Ｕ（狇） （７）

式中：犝（狇）为系统的势能。

由式（１）、式（６）、式（７）可推导出关节机器人

哈密顿模型为

狓＝［犑（狓）－犚（狓）］
犎（狓）

狓
＋犵犜ｅ

＝
０

－犐３

犐３
［ ］０ －

０　０

０　犚［ ］（ ）ｆ

－犆Ｔ狇＋犌

［ ］狇
＋
０

犐［ ］３ 犜ｅ
（８）

式中：犑（狓）为反对称矩阵，犚（狓）为耗散矩阵，犐３为

单位矩阵，犜ｅ为控制力矩。

选择机器人系统的期望哈密顿函数为

犎ｄ（狇，狆）＝
１
２
珟狆
Ｔ犇ｄ

－１（狇）珟狆＋
１
２
珟狆＋
１
２
珘狇
犜犓ｅｐ珘狇 （９）

其中

犓ｅｐ＝ｄｉａｇ｛犓ｅｐ１　犓ｅｐ２　犓ｅｐ３｝

珟狆＝狆－狆ｄ　珘狇＝狇－狇ｄ

式中：犓ｅｑ为正定常矩阵；犇ｄ（狇）为期望质量矩阵。
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当狇＝狇ｄ时狆ｄ＝０，犎ｄ（狇，狆）取最小值，此时存在

力矩犜ｅ使得系统满足期望的哈密顿系统模型：

狇
［］狆 ＝［犑ｄ（狇，狆）－犚ｄ（狇，狆）］

犎ｄ（狇，狆）

狇

犎ｄ（狇，狆）



熿

燀

燄

燅狇

（１０）

由式（８）～式（１０）得：

０

犐［ ］３ 犜ｅ＝
０　 犐３

－犐３［ ］０ －
０　０

０　犓［ ］｛ ｝Ｒ

犓ｅｐ（狇－狇ｄ）

狇－狇［ ］
ｄ

－

０　 犐３

－犐３［ ］０ －
０　０

０　犚［ ］｛ ｝ｆ

－犆Ｔ狇＋犌

［ ］狇

（１１）

式中：犓Ｒ为正定常矩阵。

可求得机器人系统哈密顿控制律为

犜ｅ＝－犓ｅｑ（狇－狇ｄ）＋犓Ｒ（狇－狇ｄ）－

犆Ｔ狇＋犌＋犚ｆ狇

（１２）

选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为犞２（狓）＝犎ｄ（狓），则

犞２（狓）＝犎ｄ（狓）＝
犎ｄ（狓）

［ ］狓

Ｔ

狓

＝
犎ｄ（狓）

［ ］狓

Ｔ

［犑ｄ（狓）－犚ｄ（狓）］
犎ｄ（狓）

狓

＝－
犎ｄ（狓）

［ ］狓

Ｔ

犚ｄ（狓）
犎ｄ（狓）

狓
≤０

（１３）

当且仅当［狇　狆］Ｔ＝［狇ｄ　狆ｄ］Ｔ 时，犞２（狓）＝０，由

ＬａＳａｌｌｅ不变集理论可知，系统渐近稳定。

３．３　平滑切换控制策略

关节机器人各关节（犻＝１，２，３）的平滑切换控

制策略可以表示为

犜犻＝α（犲犻）犜ｓ犻＋［１－α（犲犻）］犜ｅ犻 （１４）

其中 犲犻＝狇犻－狇犻ｄ

式中：α（犲犻）为平滑切换函数，α（犲犻）在此采用反正

切函数（如图５所示），即

α（犲犻）＝１－
２
π
ａｒｃｔａｎ（

犲

η
）２ （１５）

式中：η为正的尺度参数。

图５　反正切函数曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｕｒｖｅｓｏｆａｒｃｔａｎｇｅｎｔ

　　由式（５）、式（１２）、式（１４）可得机器人系统总

控制律为

犜＝［１－
２
π
ａｒｃｔａｎ（

犲

η
）２］犇（狇）［犙（狊）·犽１｜狊｜αｓｇｎ狊〔 ＋

［１－犙（狊）］·犽２｜狊｜βｓｇｎ狊＋β犲＋犚ｆ狇＋

犆（狇，狇）狇＋ 〕犌 ＋
２
π
ａｒｃｔａｎ（

犲

η
）２［－犓ｅｐ（狇－狇ｄ）－

犓Ｒ（狇－狇ｄ）－犆Ｔ狇＋犌＋犚ｆ狇］

４　仿真验证

　　关节机器人仿真参数及控制器参数设计为：

犿１＝犿２＝犿３＝０．５，犓Ｒ＝ｄｉａｇ｛７５　５０　５０｝，犚ｆ＝

ｄｉａｇ｛０．０３　０．０３　０．０３｝，σ＝η＝０．０５，犓ｅｐ＝

ｄｉａｇ｛７３　８１　８５｝，犔１＝犔２＝犔３＝１，犓１＝ｄｉａｇ

｛１００　１００　１００｝，β＝５０，犓２＝ｄｉａｇ｛１００　１００　

１００｝，实验结果如图６所示。

（ａ）关节１

（ｂ）关节２

（ｃ）关节３

图６　平滑切换控制策略轨迹跟踪对比图

Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｔｒａｃｋｉｎｇｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｓｍｏｏｔｈ

ｓｗｉｔｃｈｃｏｎｔｒｏｌｓｔｒａｔｅｇｙ
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　　图６为机械臂３个关节滑模控制、哈密顿控

制以及平滑切换控制的轨迹跟踪对比图。由图６

可知，滑模控制动态响应快但稳态过程不足，而

哈密顿控制动态响应慢但稳态性能好，本文设计

的平滑切换控制策略兼具滑模控制的动态性能

和哈密顿控制的稳态性能。

５　结论

　　本文设计了新型切换双幂次趋近率，解决了

传统趋近率收敛慢的问题，理论表明提出的趋近

率在系统趋近滑模面和远离滑模面时都有较快

的收敛速度；提出了平滑切换控制策略，使系统

具有信号控制的快速性和能量控制的稳定性，解

决了快速性与准确性不能同时满足的问题。
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