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摘要：针对拖挂大载荷机组设备的特种车辆高精度路径跟踪问题，将纯追踪算法和积分控制算法有机结

合，提出了一种基于离散路径的自动导航方法。首先介绍了车辆运动学模型、纯追踪算法模型、极限转角问题

以及大载荷引起的导航静差问题。然后对纯追踪算法中预瞄点坐标的计算方法、车辆极限转角确定方法以及

积分控制算法进行了详细阐述。通过对实验数据的整理和分析，得到如下结果：特种车辆在拖挂 10 t载荷且

最大行进速度为6 km/h时，路径跟踪最大横向偏差为0.15 m，平均偏差不超过0.1 m。
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Abstract: By integrating pure pursuit algorithm with integral control algorithm，an autopilot method based on

discrete point set path was proposed to implement high-precision path-tracking function of a special trailer with large

towed mass. The kinematic model of vehicle，the pure pursuit model，the limit steering issue and the steady-error

caused by towed mass were elaborated and. Then the calculation method of target points' coordinates，the

determination method of the limit steering of vehicle and the integral control algorithm in the pure pursuit algorithm

were described in detail. The experiment datasets were organized and analyzed. The results are as follows，that a

special trailer with towed mass of 10 t proceeded at the maximum travel speed of 6 km/h，the maximum lateral error

was 0.15 m and the average lateral error was less than 0.1 m.
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目前较为常用的路径追踪方法有：比例积分

微分（proportional-integral-derivative，PID）方法、纯

追踪方法、模糊控制方法、模型预测控制（model
predictive control，MPC）方法等[1-2]。PID方法在控

制领域应用广泛，该方法不需要准确的控制对象

的数学模型，实现较为简单，且通常具有良好的

控制效果。然而，PID方法的调参过程较为繁琐，

且对于外部干扰的适应性不足[3]。纯追踪方法是

另一种简便有效的路径追踪方法，其核心是连接

车辆的后轴中点与预瞄点，并通过几何方法确定

航向偏角，进而计算出转向角[4]。该方法在中低

速车辆中应用广泛，具有较好的效果。模糊控制

方法不需要精确的车辆运动学模型，可以将人类

现有的经验转化为模糊规则，进而通过模糊推理

计算转向角。对于一些系统模型复杂且已有较

为成熟的人工控制经验时，模糊控制方法较为经

济高效[5]。MPC方法则考虑了车辆运动学或动力

学模型，将转向角作为控制量，根据当前的位姿

及对一定时间内的车辆运动趋势进行预测，从而

建立车辆实际行走轨迹与目标路径间偏差的数

学模型，通过优化的方法求解出最优的一组控制

量。当车辆运动学或动力学模型已知时，MPC方

法可以获得较好的控制效果[6]。
本文针对拖挂大载荷机组设备的特种车高

精度路径跟踪问题，将纯追踪算法和积分控制算

法有机结合，提出了一种离散路径跟踪方法。本
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文控制对象车辆为三轮前驱结构，驱动和转向均

由前轮完成，车辆最高时速6 km/h。
1 车辆及荷载模型

1.1 运动学分析

车辆运动学模型是从几何学角度描述车辆的

运动规律，并且不考虑车辆所受的力[7]。为了高效

方便地进行分析和控制，本文采用运动学方法对

车辆进行抽象，并根据以下前提条件建立车辆运

动学模型[8]：只考虑车辆在平面的运动；车辆低速

行驶且不考虑轮胎的滑移；车身可视为是刚性的。

由于不考虑轮胎滑移，因此各个车轮的速度可

认为均沿车轮轴线方向，从而车辆运动模型可被简

化为自行车模型，即只有一个前轮，一个后轮，前、

后轮之间为刚性连接。根据刚体运动学可以求得

车辆的速度瞬时中心，即前轮法线与后轴延长线的

交点。在短时间内，可以认为车辆绕行驶速度的瞬

时中心做圆周运动（当前轮方向沿车身轴线方向时

车辆做直线运动）。图1所示为简化的车辆运动学

模型，其中P点为车辆后轮中心，O点为速度瞬时

中心，R为转弯半径，δ为前轮转角（逆时针为正，顺

时针为负），l为轴距。由几何关系可得：

δ = tan-1 ( l/R ) （1）

图1 车辆运动学模型

Fig.1 Kinematic model of vehicle
1.2 纯追踪模型

由 1.1节可知，当车辆前轮保持固定转角时，

P点可以近似为做圆周运动。如果要使P点经过

某个目标点 T，只需找到合适的前轮转角并使 P
点所要经过的圆周轨迹穿过 T点即可。其中，T
点可通过预瞄法查找获得，即以P点为圆心，以给

定前视距离 s为半径做前视距离圆OP，如果OP与

目标路径存在交点，则该交点即为预瞄点 T点[9]。
图 2所示为纯追踪模型示意图，α为车辆航向与

后轴中点-预瞄点连线间的夹角。

由几何关系可得∠TOP = 2α，另根据正弦定

理可得：

s
sin2α =

R
sin (90° - α ) （2）

进行简化可得：

R = s/ (2 sin α ) （3）

图2 纯追踪模型示意图

Fig.2 Schematic diagram of pure pursuit model
1.3 极限转角

对于式（1）所述几何关系，存在一种特殊情

况，即当 90° < || α < 180°时，sinα = sin (180° - α )。
此时纯追踪算法的输出转角等同于车辆航向角

偏差较小时的输出转角。比如，当α = 180°时（车

辆航向完全背离预瞄点），sinα = 0，即纯追踪算法

的输出转角 δ = 0°，显然车辆将向背离预瞄点的

方向行驶。图 3表示当车辆航向偏差大于 90°时
的示意图。其中，T为OP与路径的交点，T ′为以

线段- ---OP为轴线的T点的镜像点。

图3 车辆大航向偏差示意图

Fig.3 Schematic diagram of big heading error of vehicle
显而易见，sinα = sinα′。如前所述，当 |α|越

接近 180°时，输出转角将越接近 0°，从而造成车

辆趋于失控。根据式（1），当 α = ±90°时，计算的

输出转角达到理论极限值：

ì

í

î

ïï
ïï

δ l = tan-1 ( 2ls )
δ r = -tan-1 ( 2ls )

（4）

式中：δ l为逆时针极限值；δ r为顺时针极限值。

此外，考虑到车辆前轮有机械转向限位（大

约 65°），导致车辆前轮有机械转角 δ th（逆时针方

向为正，顺时针方向为负），从而真正可以输出的

最大转角应为

ì
í
î

δ lmax = min ( δ l, δ th )
δ rmax = max ( δ r, -δ th ) （5）
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式中：δ lmax为可以输出的逆时针极限值；δ rmax为可

以输出的顺时针极限值。

1.4 追踪静差

本文中所研究的特种车辆，在实际使用中的

某些场合下拖挂有负载设备。当拖挂作业时，负

载设备的前轮被固定在车辆后部。图 4为特种车

辆拖挂模型示意图。

图4 拖挂模型示意图

Fig.4 Schematic diagram of the towing model
对于纯追踪算法，其输出值的大小仅取决于

当前的误差大小，在误差较小时可以认为是一个

近似的比例控制器。当被拖挂设备的质量很大

时，其惯性以及后轮与地面的摩擦力也较大，从

而当车辆前轮转向角不足以使车辆和被拖挂设

备克服此阻力作用时，车体将偏向路径的一侧[10]。
由于拖挂模型受力及转向系统较为复杂，难以准

确建立其动力学模型，因此为了消除如前所述的

净差，引入积分控制器。当净差不断累积时，积

分控制器叠加的输出转角将不断增大以进行校

正，从而达到消除净差的目的。

2 算法

2.1 预瞄点的选取

本文中预定路径以离散点的形式给出，点与

点的间隔约 10 cm。由于路径点间隔相对于路径

长度来说较为密集，因此，直接采用线性插补的

方法，将路径点用直线段顺次连接，从而形成多

条首尾相接的直线段。根据式（3），纯追踪算法

输出的转角主要取决于α。而要确定α则需要先

确定预瞄点，即确定前视距离圆OP与路径的位置

关系[11]。对于路径上某直线段
    
DiDi + 1，将其写为

向量形式n。将P分别连接Di，Di + 1得到向量 a和

b。根据几何关系：a ⋅ n > 0时，P在
    
DiDi + 1投影范

围之前；a ⋅ n ≤ 0且 b ⋅ n > 0时，P在
    
DiDi + 1投影范

围之内；b ⋅ n < 0时，P在
    
DiDi + 1 投影范围之后。

分别对三种情况下前视距离圆OP与
    
DiDi + 1的位

置关系进行分析。

2.1.1 P在线段投影范围之前

将 s与 ||a||，||b||进行比较，可分为三种情况：

1）s < ||a||：OP与
    
DiDi + 1没有交点。不妨以Di

作为预瞄点，此时输出转角达到极限转角，车辆

可以较快地追踪入线。

2）||a|| ≤ s ≤ ||b||：OP与
    
DiDi + 1有一个交点，此

交点即预瞄点。

3）s > ||b||：OP与
    
DiDi + 1无交点。为了判断OP

与路径是否存在交点，从
      
Di + 1Di + 2开始继续向后

查找。若OP与路径上某一直线段存在交点，则此

交点即预瞄点。若遍历完路径上
    
DiDi + 1之后的

所有直线段仍未找到交点，则以路径的倒数第二

个点向路径终点做射线，记为 c。由于 c的起点在

OP之内，所以 c必与OP存在交点，以此交点作为

预瞄点。

2.1.2 P点在线段投影范围之内

此时，P点在直线段
    
DiDi + 1上有一个投影点，

记为 F点，从 P点向 F点作向量，记为 h。将 s与
||h||，||b||进行比较，可分为三种情况：

1）s < ||h||：同2.1.1节中的情况1）。

2）||h|| ≤ s ≤ ||b||：同2.1.1节中的情况2）。

3）s > ||b||：同2.1.1节中的情况3）。

2.1.3 P点在线段投影范围之后

此时，判断 OP 与
    
DiDi + 1的位置关系没有意

义。因此，从
      
Di + 1Di + 2开始继续向后查找，直到

找到投影范围包络住P点的直线段，记为
    
DjDj + 1。

从
    
DjDj + 1开始，重复 2.1.2节的步骤。若找不到此

直线段
    
DjDj + 1则说明P点已在路径终点之后，结

束追踪。

2.2 预瞄点T的坐标计算

如前所述，当OP与某直线段
    
DiDi + 1存在交点

且P点在
    
DiDi + 1投影范围之内或之后时，此交点

即预瞄点，其坐标计算过程如下：记n的单位向量

为 t，则有：

t = n
||n|| （6）

从而有：

h = a - (a ⋅ t )t （7）
分别从Di和P向预瞄点T点作向量，记为 f和 s，从

而根据几何关系有：

f = ( s2 - h2 - a ⋅ t )t
= [ s2 - a2 + (a ⋅ t )2 - a ⋅ t ] t

（8）
将Di和T以向量表示，记为D i和T，则有：

63



周达，等：拖挂大载荷特种车辆离散路径跟踪控制电气传动 2022年 第52卷 第12期

T = D i + [ s2 - a2 + (a ⋅ t )2 - a ⋅ t ] t （9）
当出现 2.1.1节中情况 3）中无法在路径上找到预

瞄点的情况时，将 c作为直线段并结合式（9）即可

得到T点的坐标。

2.3 积分控制

如 1.4节中所述，为了消除追踪静差，引入积

分控制器。

2.3.1 偏差方向判定

积分控制器需要对横向偏差进行累加，因此

偏差需要有方向。图5为偏差方向示意图。

图5 偏差方向示意图

Fig.5 Schematic diagram of error direction
结合式（7）可得横向偏差标量的表达式如下：

h = {||h|| a × b ≥ 0
-||h|| a × b ≤ 0 （10）

式中：h为偏差的标量。

2.3.2 积分控制器

如图 6所示，以采样时刻为横坐标，以横向偏

差为纵坐标，可得一系列离散点。

图6 离散偏差示意图

Fig.6 Schematic diagram of discrete error
为代入积分控制器进行计算，需要将离散偏

差转换为连续偏差。通过将离散偏差拟合为偏

差曲线并通过数值方法计算曲线积分可得连续

偏差。

考虑到车辆行驶速度较低，不妨以图 6中的

阴影部分的面积作为偏差增量以减少计算量，得

到累计偏差值：

ì
í
î

sum(k ) = sum(k - 1 ) + 0.5 [ h(k - 1 ) + h(k ) ] dt(k )
sum( )0 = 0

（11）

式中：sum(k )为当前采样时刻的累计偏差；sum(k - 1 )
为上一采样时刻的累计偏差；h(k )为当前采样时刻

的偏差；h(k - 1 )为上一采样时刻的偏差；dt(k )为当前

采样时刻与上一采样时刻之间的时间差；sum(0 )
为累计偏差初值。

则积分控制器的输出为

δI (k ) = KI sum(k ) （12）
式中：δI ( )k 为当前时刻的积分控制输出；KI为积分

常数。

2.3.3 积分抗饱和

由式（11）可知，当 sum的绝对值随着偏差的

累计而变得非常大时，积分控制器也将输出一个

非常大的值，甚至造成系统失控。为避免这种情

况，为积分控制器的输出设置上、下饱和边界，积

分控制器的输出按下式计算[12]：

δI (k ),out = {δI,max δI (k ) ≥ δI,max-δI,max δI (k ) ≤ -δI,max （13）
式中：δI (k ),out为积分控制器的输出；δI,max，-δI,max为饱

和区上、下边界。

当 δI (k )超出饱和区边界后，进入饱和区。

在某些情况（例如：车辆的初始偏差非常大、

被拖挂设备的摩擦阻力非常大，导致车辆长时间

无法入线等情况）下，偏差会累计得非常快，并且

使积分控制器的输出很快进入饱和区。当车辆

在输出转角的控制下渐渐靠近目标路径时，车

辆的偏差绝对值越来越小，直至变为零。由于

偏差累计的滞后性，此时积分控制器仍然在饱

和区内，且需要较长时间才能脱离饱和区。这

种由积分控制器的滞后性造成的“积分饱和”现

象可能引起车辆的大幅超调，进而造成系统失

控[13]。为了消除以上问题，在积分控制器中加入

反馈抑制：
sum( )k = sum(k - 1 ) + 0.5 [ h(k - 1 ) + h(k ) ] dt(k ) +

Kcomp [ δI (k - 1 ),out - δI (k - 1 )] （14）
式中：Kcomp为抗积分饱和系数，取值大于零。

Kcomp 越大，则积分控制器退出饱和区的速度越

快，反之越慢。因此，Kcomp需要根据试验标定出

合理取值。

综上，得到积分控制器的输出后，与纯追踪

控制器的输出进行叠加，得到最终的输出转角：

δout = tan-1 ( 2lsinαs ) + δI,out （15）
3 实验结果分析

本实验在水平倾斜度为 2°的机场跑道上完
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成。实验所用车辆的参数如下：轴距 2 406 mm；
轮距 1 254 mm；质量 2 t；最大行驶速度 6 km/h。
实验中，车辆的速度随路径曲率而变化并在曲率

为零处达到最大行驶速度。本实验采用RTK差

分定位的方式，定位模块为“和芯星通 UB482”，
经全站仪测试，该模块在静止时的定位误差小于

2 cm。RTK差分数据传输采用 1.4 GHz无线专用

网络，延迟小于20 ms。
实验中，带拖挂负载车辆分别对多条路径进

行了追踪。每组实验的流程大致如下：当拖挂负

载车辆准备就绪后，由控制后台发送目标路径至

控制终端；控制终端收到路径后进行解析并返回

准备就绪信息至控制后台，控制后台随即发送开

始指令至控制终端；控制终端收到指令后启动并

开始路径追踪；当车辆到达路径终点处时停车并

通知控制后台路径追踪完成，实验结束。

3.1 路径及轨迹

本文挑选出具备代表性的 4组实验，并对实

验中记录的车辆实时定位数据进行滤波、坐标转

换等处理。

图 7所示为直线路径及轨迹，图 8所示为双

纽线路径及轨迹，图 9和图 10所示分别为 2组自

由曲线路径及轨迹。

3.1.1 直线实验结果分析

图7中，车辆的目标路径为一条直线。车辆从

坐标点 (-9,26 )附近出发。车辆在启动后进行了航

迹纠偏并迅速完成了入线。横向偏差的平均值

为1.2 cm。

图7 直线路径及轨迹

Fig.7 Straight line path and trajectory
3.1.2 双纽线实验结果分析

图 8中，目标路径为一条双纽线，该路径的表

达式为

p ( t ) = ( 60cost
3 - cos(2t ) - 0.5,

30sin (2t )
3 - cos(2t ) + 122 )

（16）
车辆自坐标点 (29,121 )附近出发，初始航向

向南，最终回到双纽线右侧顶点。车辆在路径上

曲率最大处的横向偏差最大，而在曲率较小处则

较为精准。横向偏差平均值为6.3 cm。

图8 双纽线路径及轨迹

Fig.8 Lemniscate path and trajectory
3.1.3 自由曲线实验结果分析

图 9和图 10中的曲线为自由曲线。图 9中车

辆自 ( -38,62 )附近出发，图 10中车辆自 ( -3,136 )
附近出发。图 9中，车辆启动后快速完成了入线，

在较大的转弯后，轨迹偏向路径外侧（过弯处向

外的方向），其原因在于拖挂设备的惯性较大，在

过弯时会对车辆后部施加一个较大的侧向推力，

造成车辆偏向路径弯曲处的外侧。图 10中，车辆

在启动阶段速度较低时出现了“抄近路”的现

象[14]，在平直段追踪效果最好，在较大的过弯后，

与图 9的轨迹类似，都出现了偏向路径弯曲处外

侧的现象。图 9横向偏差平均值为 2.5 cm，图 10
横向偏差平均值为5.3 cm。

图9 自由曲线路径及轨迹1
Fig.9 Arbitrary curve path and trajectory 1

图10 自由曲线路径及轨迹2
Fig.10 Arbitrary curve path and trajectory 2

3.2 横向偏差分布

图 11为车辆追踪各条路径时的横向偏差。

图中，每个箱体的上/下边分别对应上/下四分位

数，箱体中的线对应中位数，箱体外的上/下两条

线分别对应上/下临界异常值，在临界异常线以外

的被视作异常值，箱体内的空心点表示平均值。

由图 11可以看出，误差分布最集中的实验组为直

线，最为分散的为自由曲线 2。所有实验组中，横
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向误差的中位数和均值都不同程度地偏向正方

向（路径左侧）。由于路径并非都朝向一个方向，

因此，可以初步排除由于拖挂负载摩擦力以及实

验场地坡道造成误差的可能。一种可能是车辆

的零位标定出现偏差，另一种可能是双天线的中

线与车体的中线之间存在偏差。

图11 横向偏差箱线图

Fig.11 Box plot of lateral error
3.3 改进方向

3.3.1 路径形式

所有实验组中的路径均为离散点形式，为了

实现较为精准的控制效果，路径点之间必须有较

小的距离。对于大场地、长路径的情况，如果仍

采用离散点的形式则路径将占用较大的内存空

间；对于路径中较为平直的区间，大量的离散点

并不必要。因此，需要在后续实验中将路径由离

散点形式转换为参数化形式[15]。
3.3.2 前视距离

对于 3.1.3节中所述的纯追踪算法中车辆在

低速过弯时出现的“抄近路”现象，可以通过动态

调节前视距离的方法（如自适应控制、神经网络

等）进行改善[16]。
3.3.3 车辆模型

本实验中车辆行驶速度较低，在后续实验中

将提高车辆的最高行驶速度。随着车速的提高，

1.1节中应用车辆运动学模型的前提将不再适

用，此时根据车辆运动学做出的分析与实际情况

间的误差将增大[17]。此外，在路径曲率较大处，拖

挂设备的惯性可能造成车辆转向时向路径外侧

偏移[18]。综上，考虑引入动力学模型并通过参数

在线辨识的方法获得准确的动力学模型[19]。

4 结论

本文针对特种车辆拖挂大载荷实现离散路

径跟踪控制的问题进行了研究。分析了车辆和

拖挂荷载的运动模型以及基于离散路径的预瞄

点查找方法，并在此基础上设计了纯追踪控制

器。随后，针对大载荷引起的追踪静差问题，引

入了积分控制算法和积分抗饱和算法。最后，对

实验数据进行了处理和分析。结果表明，该控制

方法具有良好的控制效果。
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