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摘要：轧机在轧制过程中，主传动系统会因扭转自激振动产生混沌行为。建立了具有边界振动和间隙的

轧机主传动系统自激振动模型，用分岔图和 Poincare截面分析了扭转自激振动的混沌特性。基于趋近率思

想，设计了非奇异Terminal滑模控制器，该控制器在参数满足一定条件时避免了奇异问题，同时，提高了趋近

滑模面的速度，缩短了调整时间。将设计的控制器用于轧机主传动振动系统的控制，实现了该系统的有限时

间稳定。仿真结果表明了该方法的有效性。
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Abstract: In the rolling process，there is chaos in the main drive system due to self-excited vibration. A self-

excited vibration model of rolling mill system with oscillating boundaries and clearances was established. The chaos

of rolling mill system was analyzed through bifurcation diagrams and Poincare section. Then a new non-singular

Terminal sliding mode controller was designed based on the reaching law method. The singular problem was

avoided，the convergence rate was improved and the adjustment time was minished via the proposed controller. The

designed controller was applied to the self-excited vibration in mill main drive system and the stability in finite time

was realized. Simulation results show the effectiveness of the controller.
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张巍巍，等

轧机的主传动系统是一个由若干个惯性元

件（电机、联轴器、减速机、齿轮座、轧辊等）和弹

性元件（连接轴等）组成的“质量弹簧系统”[1]。轧

机在轧制过程中，常常由于打滑使主传动系统产

生扭转自激振动而严重影响生产效率，甚至导致

该机械系统无法正常运转。为研究轧机主传动

的振动问题，文献[2-3]分析了主传动系统的机电

耦合机理，建立了二自由度非线性振动模型，分

析了不同参数对振动模态的影响；文献[4]考虑外

激励作用下轧机主传动二自由度非线性模型的

振动，分析了实际振动信号的非线性谐振特性，

得到了振动幅值与系统阻尼和刚度的关系；文献

[5]考虑间隙、摩擦等分段光滑的动力学特性的影

响，建立了轧机主传动四自由度和三自由度含间
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隙碰撞模型，通过对系统的解析计算和数值分

析，表明该系统在一定的参数条件下具有混沌特

性，数值分析得到了系统的混沌分岔图。

由于混沌运动自身的特点，对大多数的机械

系统而言，它能产生重要的危害，因此，对机械

系统中的混沌运动的控制的研究具有重要的现

实意义。为避免混沌现象的发生，控制该非线

性振动系统具有期望的动力学特性，文献 [6]利
用等效无源控制和比例微分控制将系统控制到

稳定的周期轨道，但是系统还不具有期望的动

力学特性。目前，国内外学者提出了许多不同

的控制混沌的方法，如反馈线性化方法[7]、比例-
积分-微分方法[8]、自抗扰控制方法[9-10]、变结构

控制法[11-12]、模糊控制法[13-14]等。而 Terminal滑
模（Terminal sliding mode，TSM）控制可使系统

的状态在“有限时间内”收敛到平衡点，在滑模

面中适当地引入非线性项给系统带来了更好的

性能响应[15]。文献[16]指出了 Terminal滑模控制

中容易出现的奇异问题，对此，文献[17-18]提出

了克服奇异问题的 Terminal滑模面设计方法，提

出了非奇异 Terminal滑模（non-singular Terminal
sliding mode，NTSM）控制方法以进一步改善控

制性能。文献[19]利用自适应控制与 Terminal滑
模控制结合，抑制了扰动对系统的影响。但 Ter⁃
minal滑模也还存在自身的缺点：非线性函数的

引入使得控制器在实际工程中实现困难；参数

选取不当会导致奇异问题；在稳态情况下会产

生较大的控制信号。为了防止抖振和控制信号

过大的问题，控制器参数的选取就要在此和系

统的动态性能之间折衷，从而使系统的收敛速

度和调整时间受到限制。

本文针对轧机主传动系统的自激振动混沌

控制问题，在分析传统 Terminal滑模控制奇异问

题的基础上，为了改善到达滑模面的速度，设计

了基于趋近律的非奇异 Terminal滑动模态控制

器，用于轧机主传动振动系统的控制，实现了该

系统的有限时间稳定。

1 轧机主传动系统的振动方程及其

混沌行为

轧机主传动系统是一个由若干惯性元件和

弹性元件组成的“质量弹簧系统”，系统结构简图

及简化力学模型如图1所示。

图 1 轧机主传动系统示意图及简化力学模型

Fig.1 Rolling mill drive system schematic
and simplified mechanical model

图 1a为轧机主传动系统简图。如果考虑连

接轴的匀速转动，暂不考虑间隙对系统的影响，

可将其简化为一个集中质量弹簧系统[6]。在实际

的轧制生产过程中，系统在稳定加载时不会发生

振动现象，连接轴中的转矩变化是静态平稳的，

但在咬钢、抛钢、制动、变速等操作的作用下，就

会发生不稳定的扭转振动。

轧制过程中轧机因打滑产生自激振动，此时

对轧辊受力分析如图 1b所示。图中，M为连接轴

的驱动力矩；F和N分别为轧辊和轧件之间的动

摩擦力和正压力，F = μ ⋅ N，其中，μ为动滑动摩

擦系数。当滑动速度在 0.3 ∼ 3m/s时，动滑动摩

擦系数可以表示为

μ = -cv + dv3
式中：v为轧辊与轧件的相对速度；c，d为常数，由

试验确定，c ∈ (0.03∼ 0.09 )，d ∈ (0.0015∼ 0.003 3 )。
用轧辊转动的角度作为变量得：

μ = -cφ̇ ⋅ D2 + d ( φ̇ ⋅
D
2 )3

则

F = -cφ̇ ⋅ D2 ⋅ N + d ( φ̇ ⋅
D
2 )3 ⋅ N （1）

考虑到作用在轧辊上的力矩平衡时有：

Jφ̈ + M + F ⋅ D2 = 0 （2）
式中：J为主传动系统集中质量的转动惯量；φ为

连接轴转动的角度；D为连接轴的直径。
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在不考虑间隙影响的时候，M = k0φ，k0为传动系

统扭转刚度。将M和F相关的表达式带入式（2），

得到轧辊的运动微分方程为

φ̈ + kφ - αφ̇ + βφ̇3 = 0 （3）
其中

α = cN
J
( D2 )2

β = dN
J
( D2 )4

k = k0
J

考虑轧机传动系统的连接轴之间间隙的影

响，系统的简化模型如图 1c所示。图中，e为系统

具有的间隙；模型的边界作微幅振动，φB1和φB2分
别为两个边界的运动速率。对边界振动模型作

以下假定[3]：
1）由于 φB1和 φB2很小，取 φB1 = φB2 = 0时的

平衡位置为原点；

2）边界振动形式为φB1 = δB1sin (ωB1 t )和φB2 =
δB2sin (ωB2 t + φ )。

由于主传动系统之间有间隙，连接轴的驱动

力矩M (φ )为一分段线性函数：

M (φ ) =
ì

í

î

ïï
ïï

k1 (φ - e - φB1 )     φ > (e + φB1 )
0      - (e - φB2 ) ≤ φ ≤ (e + φB1 )
k1 (φ + e - φB2 )     φ < (e - φB2 )

（4）
轧机振动是一个动态的过程，故式（4）中的常数

项对其不产生影响。如果 δB1 = δB2 = δ，ωB1 = ωB2 =
ωB，φ = 0，由假定2）将式（4）改写为

g (φ ) =
ì

í

î

ïï
ïï

λ [ φ - e - δsin (ωB t ) ]   φ > [ e + δsin (ωB t ) ]
0   - [ e - δsin (ωB t ) ] ≤ φ ≤ [ e + δsin (ωB t ) ]
λ [ φ + e - δsin (ωB t ) ]   φ < [ e - δsin (ωB t ) ]

（5）
其中

λ = k1 /J
将式（1）和式（5）代入式（2），并作无量纲变

换，令ωt = τ，φ e = y，ω̄ = ωB /ω，γ = δ e，有：

ÿ + h (τ,y ) - αẏ + βẏ3 = 0 （6）
其中

h (τ,y ) =
ì

í

î

ïï
ïï

λ [ y - 1 - γsin ( ω̄τ ) ]   y > [1 + γsin ( ω̄τ ) ]
0    [ γsin ( ω̄τ ) - 1 ] ≤ y ≤ [1 + γsin ( ω̄τ ) ]
λ [ y + 1 - γsin ( ω̄τ ) ]  y < [ γsin ( ω̄τ ) - 1 ]

式（6）即为该振动系统的微分方程。

分析该振动系统参数的变化对系统振动特性

的影响。考虑滑动摩擦系数中参数α对振动特性

的影响，绘制系统在 β = 0.283，λ = 1，γ = 0.5，ω̄ =
1.11时，α ∈ (0.2,0.7 )时的分岔图，如图 2a所示。

当滑动摩擦系数中参数 α<0.25时，系统（式（6））
是周期运动，随着α的增大，系统运动逐渐过渡到

混沌状态，当α>0.65时系统又回到周期运动状态。

考虑边界振动幅值 γ的影响，绘制 α = 0.35，β =
0.283，λ = 1，ω̄ = 1.11，γ ∈ (0.3,0.9 )时的分岔图，

如图2b所示。可以看出，边界振动幅值很小时，系

统运动是周期稳定的；当振动幅值接近 0.363时，

出现了倍周期分岔，并逐渐进入混沌运动状态；之

后又出现了概周期运动等多种非线性振动形式。

图2 不同参数下的分岔图

Fig.2 Bifurcation diagram with different parameters
为说明边界振动频率对系统运动特性的影

响，绘制了边界频率 ω̄分别为 0.6，0.9，1.11，1.3时
的 Poincare截面，如图 3a～图 3d所示。可以看

出，边界振动频率和边界振动幅值对系统振动特

性的影响类似，ω̄ = 1.3时，系统的 Lyapunov指数

为 0.066。可见，轧机主传动系统由于受到非线

性摩擦阻力、边界振动和间隙的共同影响，运动

形式从稳定的周期运动状态逐渐过渡到混沌状

态，之后又出现周期运动和概周期运动等多种非

线性振动形式。为了减弱轧机主传动系统扭转

自激振动，避免混沌现象的发生，本文通过设计新

的Terminal滑模实现对它的混沌控制，将系统控制

到平衡点或使其跟踪给定的信号。
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图3 不同边界频率 ω̄下Poincare截面

Fig.3 Poincare map at different boundary frequencies ω̄

2 基于趋近律的Terminal滑模控制

2.1 Terminal滑模（TSM）控制

对上节建立的具有边界振动的轧机主传动

自激振动模型式（6）做变换，令 y = x1，ẏ = ẋ1 = x2，
得到非线性微分方程组：

{ẋ1 = x2          ẋ2 = αx1 + βx31 + h (τ,x1 ) （7）
其中

h (τ,x1 ) =
ì

í

î

ïï
ïï

λ [ x1 - 1 - γsin ( ω̄τ ) ]   x1 > [1 + γsin ( ω̄τ ) ]
0    [ γsin ( ω̄τ ) - 1 ] ≤ x1 ≤ [1 + γsin ( ω̄τ ) ]
λ [ x1 + 1 - γsin ( ω̄τ ) ]   x1 < [ γsin ( ω̄τ ) - 1 ]

在方程的第二项加入控制，可以看做一个对于二

阶非线性系统（式（7））的控制问题：

{ẋ1 = x2          ẋ2 = f (x ) + g (x ) + b (x )u （8）
其中 x = [ x1 x2 ]T
式中：x为系统的状态变量；f (x )，b (x )为 x的光滑

非线性函数，b (x ) ≠ 0；g (x )为不确定性及干扰，

满足 g (x ) ≤ lg，lg > 0；u为控制输入。

采用传统的 Terminal滑模控制，其滑模面设

计如下式：

s = x2 + βxq/p1 （9）
其中，β > 0，p和 q（p > q）为正奇数。

控制器设计为

u = -b-1 (x ) [ f (x ) + β q
p
x
q
p
- 1

1 x2 + ( lg + η )sgn ( s ) ]
（10）

其中，η > 0。由于式（10）中含有 xq/p - 11 x2项，在

x1 = 0，x2 ≠ 0时会有奇异问题 [15，19]。文献 [20]
分析了奇异问题发生的条件和到达滑模面及

到达之后趋于平衡态时的收敛速度受限问题，

在文献 [20-21]的基础上，结合趋近率思想 [22]，
本文提出了基于趋近率的 TSM控制方法，设计

控制器时采用指数趋近律的形式，在避免奇异

问题的同时，改善趋近滑模面的速度，具体设

计过程见下节。

2.2 基于指数趋近律的Terminal滑模控制

为克服 Terminal滑模的奇异问题，可设计滑

模面为

s = x1 + 1β xp/q2 （11）
其中，β > 0，p和q（p> q）为正奇数，且1 < p/q < 2。
采用式（11）形式的滑模面，在 s = 0时，式（11）相

当于式（9）。可以证明，由式（11）得到的控制量

中不会出现负幂次方，从而避免了奇异问题。

s沿解的时间导数为

ṡ = ẋ1 + 1β
p
q
xp q - 1
2 ẋ2

= x2 + 1β
p
q
xp q - 1
2 ẋ2

 = x2 + 1β
p
q
xp q - 1
2 [ f (x ) + g (x ) + b (x )u ]

（12）
取指数趋近律：

ṡ = -ks - εsgn ( s ) k > 0，ε > 0 （13）
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式中：ε为系统运动趋近切换面 s = 0的速率。

令 ρ ( x2 ) = 1β
p
q
xp q - 1
2 ，有：

x2 + ρ ( x2 ) [ f (x ) + g (x ) + b (x )u ] = -ks - εsgn ( s )
（14）

化简即得到控制律为

u = -b-1 (x ) { ρ-1 ( x2 ) x2 + f (x ) +
ρ-1 ( x2 ) [ ks + εsgn ( s ) ] + g (x ) } （15）

由于 g (x )未知，控制律中可用 lg对不确定性

造成的影响限制，同时，为了防止 x2 = 0时控制量

为零，在式（15）中加入一个很小的避零常数 ξ，得
到新的控制律为

u = -b-1 (x ) { [ ρ ( x2 ) + ξ ]-1x2 + f (x ) +
[ ρ ( x2 ) + ξ ]-1 [ ks + εsgn ( s ) + lgsgn ( s ) ] }

（16）
式中：ξ为很小的正常数，ξ > 0。

定理 1：对系统（式（8）），取滑模面式（11），

在控制率式（16）的作用下，系统将在有限时间内

到达 Terminal滑模面，并使得在滑模面上的跟踪

误差在有限时间内收敛到零。

证明：由 s沿解的时间导数为

ṡ = x2 + ρ ( x2 ) [ f (x ) + g (x ) + b (x )u ]
= x2 - ρ ( x2 ) { [ ρ ( x2 ) + ξ ]-1x2 +
 [ ρ ( x2 ) + ξ ]-1 [ ks + ε sgn ( s ) +
lg sgn ( s ) ] - g (x ) } （17）

ξ足够小，有 ρ ( x2 ) [ ρ ( x2 ) + ξ ] -1 = 1，式（17）可化

简为下式：

ṡ = -ks - εsgn ( s ) - ρ ( x2 ) [ lgsgn ( s ) - g (x ) ]
（18）

当 x2 ≠ 0时，由于β > 0，p和 q（p > q）为正奇数，且

1< p q < 2，所以有ρ ( x2 )> 0，ṡ ≤ -ks - εsgn ( s ) < 0。
综合式（13）和式（15）可以看出，Terminal滑

模在趋近滑模面时具有指数趋近律（EAL）。将这

种控制律称为基于指数趋近律的非奇异Terminal
滑模控制（NTSM-EAL）。

2.3 轧机主传动自激振动系统的混沌控制

当系统（式（7））的参数为：α = 0.25，β = 0.35，
γ = 0.45，ω̄ = 1.3时，系统运动状态是混沌的。系

统的始状态为 [ 0.1,0 ]。采用提出的 NTSM-EAL
控制器，控制器参数为：q = 3，p = 5，β = 1.0，lg =
0.015，k = 10，ξ = 0.001。在 150 s时加入控制信

号，系统输出如图 4所示。图 4a反映了 s趋于滑

模面 s = 0的过程，滑模面很快趋于原点，控制器

的输出信号如图 4b所示，控制量的幅值比较小，

抖振的幅值维持在 0.5上下。系统状态在该控制

律的作用下也能在很短的时间内趋于平衡点，如

图 4c和图 4d所示，混沌运动得到了有效的控制。

可以看出，提出的 NTSM-EAL控制算法，可以在

保证TSM非奇异的前提下，用较小的控制量实现

振动系统的稳定。

图4 基于NTSM-EAL的轧机主传

动自激振动系统的混沌控制

Fig.4 Control of chaos in self-excited vibration
of rolling mill systems by NTSM-EAL
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3 结论

本文分析了轧机主传动系统扭转自激振动

混沌行为。针对传统Terminal滑模控制的奇异问

题和调整时间问题，结合趋近律思想，为改善到

达滑模面的速度，提出基于趋近律的非奇异 Ter⁃
minal滑动模态控制器的设计方法，控制器参数满

足一定条件时避免了奇异问题，在克服奇异问题

的基础上提高了趋近滑模面的速度，缩短了调整

时间。将设计的控制器用于轧机主传动振动系

统的控制，实现了该系统的有限时间稳定。
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